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Aufgabe 1: Nicht-Standard-Modelle, Isomorphie, elementare Aquivalenz
Zwei Strukturen M = (D, ) und M’ = (D', ') iber der selben Signatur S heien elementar dqui-
valent, wenn sie die gleichen geschlossenen Formeln erfiillen, also wenn fiir jede abgeschlosse-
ne Formel A € FO(S) qgilt:

M E Agenau dann, wenn M’  A.

M und M’ heiBBen isomorph, wenn es eine bijektive Abbildung ¢ : D — D’ gibt mit

/\/l _ M/ .
p i dq,....d) =p7" (ldq), ..., oldg) furalledy,...,d, € D,und
o(fM(dy, ..., dp) = M (@(dy), . ..., o(dy) firalleds,...,dp €D .

fur jedes k-stellige Pradikatssymbol p und jedes {-stellige Funktionssymbol £.

Wir haben in der Vorlesung und auf dem letzten Ubungsblatt gesehen, dass Strukturen elemen-
tar aquivalent und nicht isomorph sein konnen (Nichtstandardmodelle). Wir zeigen nun, dass
dieses Phanomen bei endlichen Strukturen nicht auftreten kann.

Wir fixieren dazu die Signatur

S={fn}.{Pn})-

a) Gegeben eine endliche S-Struktur M, konstruieren Sie eine geschlossene Formel A € FO(S),
so dass fir jede S-Struktur M’ gilt: M’ E A genau dann, wenn M und M’ isomorph sind.

b) Schlieen Sie aus a), dass zwei endliche elementar dquivalente Strukturen auch isomorph
sind.

Aufgabe 2: Entscheidbarkeit und Axiomatisierbarkeit

a) Sei T = Ty die Theorie, die von einem aufzahlbaren Axiomensystem X erzeugt wird. Zeigen
Sie, dass dann 7T selbst auch aufzahlbar ist.

Hinweis: Betrachten Sie Ableitungen im System F.

Bemerkung: In der Vorlesung haben wir gesehen, dass wenn 75 vollstandig ist, 75y sogar ent-
scheidbar ist.

b) Sei T eine entscheidbare Theorie. Zeigen Sie, dass es ein aufzdahlbares Axiomensystem gibt,
das 7 erzeugt.



Aufgabe 3: Konsistenz und Erfiillbarkeit
Beweisen Sie Bemerkung 5.16 (b):
Eine Theorie 7 ist erfillbar, genau dann wenn sie konsistent ist.

Aufgabe 4: Vollstandigkeit und Konsistenz

Sei X eine Theorie. Zeigen Sie:

Y ist vollstandig genau dann, wenn es keine Formel A gibt, so dass EU{A} und EU{ﬁA} beide
konsistent sind.

Bemerkung:
Sie haben also gezeigt, dass Vollstandigkeit einer Theorie bedeutet, dass sich diese nicht auf sich
widersprechende Weisen konsistent erweitern lasst.



