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Aufgabe 6.1 [Nicht-Standard-Modelle]

Es sei S = (F, P) die Signatur mit Funktionssymbolen F' = {0/0,1/0, +/2,=/2} und
Pradikatsymbolen P = {</2}. AuBerdem sei N' = (N, Iy) die S-Struktur, in der der
Datenbereich aus den nattirlichen Zahlen besteht und die Symbole 0, 1, 4+, < und * wie
iiblich interpretiert sind. SchlieBlich sei Ty die Menge aller geschlossenen Formeln, fiir

die N ein Modell ist.

a) Betrachten Sie die Formelmenge

= 1+ +1< > 1},
T = Tnv v x| n }

n

wobei x eine Variable ist. Zeigen Sie, dass die Formelmenge 7, erfiillbar ist. Hinweis:
Verwenden Sie den Kompaktheitssatz.

b) Es seien M und M’ Strukturen tber derselben Signatur S’. Die Strukturen M und
M’ heiflen elementar dquivalent, wenn fiir jede geschlossene Formel A der Pradika-
tenlogik iiber S’ gilt: M = A genau dann, wenn M’ = A. Zeigen Sie, dass jede
Struktur M, die T}, erfiillt, elementar dquivalent ist zum obigen Modell NV.

¢) Sind M = (D,I) und M’ = (D', I') Strukturen iiber der selben Signatur, dann
nennen wir M und M’ isomorph, wenn es eine Bijektion ¢ : D — D’ gibt mit

pM(dy, .. dy) = pM (e(dy), ... o(dy)) fiir alle dy, ...,d, € D und
(M (dy, .. de)) = FM(p(dh), ... p(de))  fiiralle dy,... dee D
fiir jedes k-stellige Pradikatssymbol p und jedes f-stellige Funktionssymbol f. Schlie-

Ben Sie aus a) und b), dass es eine Struktur gibt, die elementar dquivalent, aber nicht
isomorph ist zu N.

Aufgabe 6.2 [Erfiillbarkeit und Folgerung]
Zeigen Sie, dass die folgenden Probleme semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar
sind:

b) Gegeben priadikatenlogische Formeln A und B entscheide man, ob A = B.

Aufgabe 6.3 [Unentscheidbarkeit]
Eine kontextfreie Grammatik heif3t linear, wenn auf der rechten Seite jeder Regel
hochstens ein Nichtterminal-Symbol vorkommt. Zeigen Sie, dass das folgende Problem



unentscheidbar ist: Gegeben lineare kontextfreie Grammatiken G und G, ist die Menge
L(Gy) n L(Gs) leer?

Aufgabe 6.4 [Reduktionen]
Es sei C eine Klasse von Problemen. Ein Problem A heifit C-schwer, wenn jedes
Problem aus C auf A many-one-reduzierbar ist. Zeigen Sie: Ist A ein C-schweres Pro-

blem und A auf ein Problem B many-one-reduzierbar, dann ist auch B ein C-schweres
Problem.
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