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Wir leiten den Shuffle aus der letzten Ubung mithilfe einiger Homomorphismen und einem
Durchschnitt ab. Fiir jedes Paar aus Sprachen L, M S X" soll es ein Alphabet ' und geeignete
Operationen f, g, h : 3™ - X" geben, sodass man die folgende Umformung erreicht.

L Lu M = h(fiL) n g(M))

Zunachst entledigen wir uns der Ambiguitat, von welchem der beiden Seiten ein Buchstabe in
einem Shuffle-Wort stammen. Dazu trennen wir die Alphabete beider Seiten.

Lemma 1
Seien ¥ ein Alphabet, v, w € X" zwei Worter.

Wir definieren die Homomorphismen p,, 0, : £ - (£ x {0,1})* und 715 : (£ x {0,1})" > =~
buchstabenweise fiir alle s € Z und b € {0, 1} mit p,(s) = (s, b) und m5((s, b)) = s.

Es gilt v Lu w = 715(py(v) LU pq (W)).
Beweis:
Induktion Uiber v, w € X" (quasi tiber |v| - |w| € N).

Zu Anfang betrachten wir v = € oder w = &: Daraus folgt p,(v) = € oder p,(w) = €.

5 (0o(v).01 (W)
15 (0o(v))- 75 (01 (W)

=Vv.w

m5(po(v) L s (W)

=vilw



Sei 1 < k € N. Als Voraussetzung gelte v/ L w' = m5(py(v') L p,(w)) fir alle v/, w' € £ mit
[V|-|w]| < k.Seienv =a.v', w=b.w € X" mita,be Zund|v|-|w| =

1s(Po(v) L p4(w)) = ”z(Po(a-V’) L P1(b-WI))
= 75((a, 0).po(V') LL1 (b, 1).p, (W)
= 15({a, 0).(po(v) Lt (b, 1).p1 (W) L (b, 1).((a, 0).p0(V) L1 Py (W)))
= 115({a, 0).(po(V') L1t o1 (w)) L (b, 1).(po(v) LLI (W)
= 115((a, 0).(po(v) L1 py(w))) L 75((b, 1). (Po( v) L py(w)))

Diese Aussage gilt nun fiir alle k € N und somit fiir jedes Paar aus Wortern. m

Korollar 2
Fur alle Sprachen L, M € =% gilt L LLI M = 115 (p,(L) LI p (M)).

Lemma 3
Seien T N A = @ disjunkte Alphabeteund v € I'*.

Wir definieren eine Selektion als einen Homomorphismus o : (F'u A)* - " buchstabenweise

s serl
furalles € T U A mit or(s) =

e seh

Es gelten {v} L A* = o7 '(v) = A" L {v}.

Beweis:

Wir zeigen eine Gleichung induktiv, die andere folgt aus der Kommutativitat des Shuffle.

Anfang: {€} LLI A* = A* = o7 (e).



Schluss: Seiv =a.v' mita €.

(v} A = U Vil w Definition des Sprach-Shuffle
weA*
=VvLLEU U v LU bw Kommutativitit von U
b.w'eA*
=Vv.eU U (a(v' Lo bw') U b(v L W) Definition des Wort-Shuffle
b.w'eA*
=a(v L eg)u U a(v' i bw')u U b(v L w') Kommutativitat von U
b.w'eAt b.w'eA*
= U alv' L w)u U Av o w) Kommutativitdt von U
weA* w'en*
=a|J(Vwwua || rvww) Distributivitat
weh* w'elh*
=Ia U (v L w) Ardens Lemma
weA*
=ao, (V) Induktionsvoraussetzung
= o, (v) Definition von o,
Dadurch folgt die Aussage fiirallev € I, O]
Korollar 4

Fiir jede Sprache L € ™ gilt L L A* = o7 ' (L).

Wie die disjunkten Quell-Alphabete den Beweis vereinfachen, zeigt dieser nachste Schritt:

Lemma5
Seien v. € I und w € A" Wérter mit unterschiedlichen Buchstaben. Es gilt
viaw = ({v} w A%)n (I w {w}).

Beweis:
Seix € v LU w.

Anfang: Es gilt € € v LLI w genau dann, wenn v = w = g, und damit auch genau dann, wenn
ee{viw A" unde el i {w}



Schluss: Seix = a.x' mita € T.

XEVILUW & v=adV AX eV LW
v=av Ax eV wA)n (" ww)
1 I I * 1 *k
V=aVvV AX Ev LA Ax €l ww
v=aVv A(xX ev WA vfalse)ax el ww
v=aVv A(X ev A" vXfalse) AX €T ww

XEVIWA AxelM ww

110701070

x€ (v AY)n (I ww)

Korollar 6
Fur jedes Paar von Sprachen L € I und M € A" gilt L LM = (L L A™) n (I La M).

Theorem 7
Reguldre Sprachen sind unter der Shuffle-Operation abgeschlossen:

Beweis:
Es seien L, M € " requlidre Sprachen. Wir nutzen das erweiterte Alphabet I := 3 x {0, 1}. Damit
ist L LM = 115(05 (p,(L)) N 07" (0;(M))) ist ebenfalls reqular. O

Bemerkung: Folgt man der Konstruktionsfolge fiir NFAs nach Bild-, Urbild-, und Produktautoma-
ten, so entsteht fur den Shuffle exakt der NFA, den wir letztes Mal konstruiert haben.



