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1 Table-Filling-Algorithmus

Gegeben ist der folgende DFA.

q0A q1 q2 q3

q4 q5 q6 q7

a

b

c

a, b

c a

b

c a, b, c

a b

c

a, b

c a

bc a, b, c

Die folgende Tabelle betrachtet ungeordnete Paare aus Zuständen von A. Die Nummern stehen
für die Iteration desAlgorithmus, inwelcher das entsprechende Paar vonZuständen als ungleich
festgestellt wurden.

q0 q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7
q0 3 1 2 2 1 0

q1 1 2 2 2 1 0

q2 1 1 1 1 0

q3 3 2 1 0

q4 2 1 0

q5 1 0

q6 0

q7

Bei der vierten Iteration konnten keine neuen Paare unterschieden werden. Die leeren Zellen
verratennun,welcheZustände verschmolzenwerdenmüssen, umeinenminimalenDFA fürL(A)
zu erzeugen:



[q0]∼AA′

[q1]∼A [q2]∼A [q3]∼A

[q5]∼A [q6]∼A [q7]∼Aa

b

c

a, b

c a

b

c a, b, c

a, b

c a

b
c a, b, c

Es sollen alle Äquivalenzklassen der Nerode-Rechtskongruenz von L(A) aufgelistet werden. Je-
de dieser Klassen ist eine Sprache über dem Alphabet {a, b, c} und ist einem der Zustände des
minimalen DFA zugewiesen, nämlich den einzigartigen Zustand qmit q0

w
−→ q für jedes Wort w

aus der Äquivalenzklasse. Die Klassen indentifizieren sich am Bestenmit einem Repräsentanten,
z.B. einem kürzesten Wort, das den Zustand ansteuert.

[ε]≡L(A) = a∗[b]≡L(A) = a∗b{a, b}∗[c]≡L(A) = a∗c{a, b}∗[bc]≡L(A) = a∗b{a, b}∗c+[cc]≡L(A) = a∗c{a, b}∗c+[bcb]≡L(A) = a∗(b{a, b}∗c+b ∪ c{a, b}∗c+a){a, b, c}∗[bca]≡L(A) = a∗(b{a, b}∗c+a ∪ c{a, b}∗c+b){a, b, c}∗
2 Pumping-Lemma

Das Pumping-Lemma stellt ein vergleichsweise einfaches notwendiges Kriterium an reguläre
Sprachen. Jede reguläre Sprache L besitzt eine Pumping-Konstante pL ∈ N, sodass für jedes
längere Wort w ∈ Lmit ∣w∣ ≥ pL zerlegbar ist in w = xyzmit ∣xy∣ ≤ pL und y ≠ ε, sodass für alle
i ∈ N das gepumpte Wort xyiz ∈ L auch in der Sprache liegt.

Anders ausgedrückt, kann eine Sprachenicht regulär sein,wennes für jedepotenzielle Zustands-
zahl eines NFAs ein akzeptiertes Wort mit mindestens einem Schleifen-Durchlauf gibt, sodass
jede potenzielle erste Schleife, die für dieses Wort durchlaufen werden muss, mindestens ein
ungewolltes Wort zuviel akzeptieren lassen würde.



Sei L0 ∶= {w ∈ {a, b}∗ ∣ ∣w∣a ≥ ∣w∣b }. Es ist zu zeigen, dass L0 nicht regulär ist.

Beweis
Sei 0 < pL ∈ N.
Wähle das Wort apLbpL ∈ L0.
Seien x, y, z ∈ {a, b}∗ die Komponenten einer Zerlegung w = x.y.zmit ∣xy∣ ≤ pL und y ≠ ε.
So wie das Wort gewählt wurde, gilt immer y ∈ a+. Nun betrachte x.y0.z = apL−∣y∣bpL /∈ L0.
Da dies für alle pL gilt, ist L0 nach dem Pumping-Lemma nicht regulär.

Sei L1 ∶= {w ∈ {a, b}∗ ∣ ∣w∣a ≤ ∣w∣b oder 2∣w∣b ≤ ∣w∣a } Es ist zu zeigen, dass L1 nicht regulär ist.

Beweis
Sei pL ∈ N.
Wähle das Wort a2(pL+1)bpL+1 ∈ L1.
Seiw = x.y.z eine Zerlegung mit ∣xy∣ ≤ pL und y ≠ ε.
So wie das Wort gewählt wurde, gilt immer y ∈ a+ und ∣y∣ ≤ p.
Nun betrachte x.y0.z = a2pL+2−∣y∣bpL+1 /∈ L1.
Da dies für alle pL gilt, ist L0 nach dem Pumping-Lemma nicht regulär.

Sei L2 ∶= { anbm ∣ n,m ∈ N und (n ≠ 1 oder ∃l ∈ N∶ m = l
2) }.

Es kann mit dem Pumping-Lemma nicht (sofort) gezeigt werden, dass L2 nicht regulär ist:
Wähle pL = 3.
Seiw = anbm mit n +m ≥ pL und n = 1 oderm = l

2.
Falls n = 0 oder n = 2, wähle eine Zerlegung mit y = b. Anderenfalls ist n = 1 oder n ≥ 3.
Wähle eine Zerlegung mit y = a.
Weder i = 0 noch i ≥ 2 können xyiz ∈ L2 verhindern.
Nach dem Pumping-Lemma kann so keine Aussage über L2 getroffen werden.

Um trotzdem Regularität widerlegen zu können, kannman das Pumping-Lemmamit Abschluss-
Eigenschaften kombinieren: Falls L2 regulär ist, dann sind es auch e.g. L2, L

reverse
2 oder L2 ∩ ab∗.

Beweis
Sei pL ∈ N.
Betrachte abp

2
L ∈ L2 ∩ ab∗.

Bei den Zerlegungen unterscheiden wir zwei Fälle:
Falls y ∈ ab∗, wähle i ≠ 1 beliebig. E.g. folgt einfach xy0z /∈ L2 ∩ ab∗.
Sonst ist y ∈ b+. Falls p2L − ∣y∣ nicht quadratisch ist, wähle i = 0.
Anderenfalls sei es das Quadrat von l < pL und es sei q = pL − l. Es gilt mit der zweiten
binomischen Formel p2L − ∣y∣ = l

2 = (pL − q)2 = p2L − 2pLq + q2. Wähle i ≥ 2 beliebig, denn
schon in den reellen Zahlen hat das Polynom q ↦ q2 − 2pLq + ∣y∣ keine dritte Nullstelle.
Nach dem Pumping-Lemma ist L2 ∩ ab∗, und damit auch L2 nicht regulär.


